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     MATEMÁTICAS PARA EL CÁLCULO    
  
 Tema O    Grado en Ingeniería Mecánica 
 PRECÁLCULO 
  
 1  Potencias y radicales 
   m n m nx x x +=      m
 m n
 n
 xx
 x-=       ( )nm mnx x=    
  1n
 nx
 x- =       ( )n n nxy x y=      
 n n
 n
 x x
 y y
 æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø 
   nn nxy x y=      ( )m/m
 n nn mx x x= =  
  m nn m mnx x x= =    
 n
 nn
 x x
 y y=  
  
 2  Productos notables 
   ( )2 2 22x y x xy y+ = + +     ( )2 2 22x y x xy y- = - +  
   ( )3 3 2 2 33 3x y x x y xy y+ = + + +   ( )3 3 2 2 33 3x y x x y xy y- = - + -  
 3  Fórmulas de factorización 
   ( )( )2 2x y x y x y- = + -  
   ( )22 22x xy y x y+ + = +     ( )22 22x xy y x y- + = -  
   ( )( )3 3 2 2x y x y x xy y+ = + - +   ( )( )3 3 2 2x y x y x xy y- = - + +  
 4  Desigualdades y valor absoluto 
   Si a b<  y b c< , entonces a c<  
   Si a b< , entonces a c b c+ < +  
   Si a b<  y  0 c< , entonces ac bc<  
   Si a b<  y  0c < , entonces ac bc>  
   Si  0a > , entonces 
     x a=    significa que   x a=       o  x a= -  
     x a<     significa que   a x a- < <        
     x a>     significa que   a x<       o  x a<-  
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 5  Fórmulas de distancia y punto medio 
   Distancia entre  ( )1 1 1,P x y  y  ( )2 2 2
 ,P x y   :  ( ) ( )2 2
 2 1 2 1d x x y y= - + -  
   Punto medio de  ( )1 1 1,P x y  y  ( )2 2 2
 ,P x y :  1 2 1 2,2 2
 x x y yæ ö+ + ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø 
 6  Logaritmos 
   loga
 y x=    significa   ya x=  
   log xaa x=    
 loga aa a=     log 1 0a
 =  
   log log loga a axy x y= +     log log log
 a a a
 xx y
 y
 æ ö÷ç ÷ = -ç ÷ç ÷çè ø 
   log logba ax b x=    
 loglog
 loga
 b
 a
 xx
 b=  
  
 7  Coordenadas polares 
  
  
 cosx r q=   seny r q=  
 2 2 2r x y= +    y
 tgx
 q =  
 8  Números complejos 
 Para el número complejo  z a bi= +  
 El conjugado es z a bi= -  
 El módulo es  2 2z a b= +  
 El argumento de z es    q   siendo  cosa
 zq =   ,  sen
 b
 zq = . Se denota  ( )arg z  y  se dice 
 principal si  p q p- < £ . 
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   Si  z a bi= + ,  ( )argr z zq= =  
 Forma trigonométrica      ( )cos senz r iq q= +  
 Forma polar        z rq=  
 Forma exponencial    iz re q=   Operaciones.  
   Si   ( )cos sen iz a bi r i re qq q= + = + =  
     ( )cos seni
 w c di s i sej
 j j= + = + =  
 Suma:     ( ) ( )z w a c b d i+ = + + +  
 ( ) ( )cos cos sen senz w r s r s îq j q j+ = + + +  
 Producto  ( )z w ac bd ad bc i⋅ = - + +  
         ( ) ( )( )cos senz w rs iq j q j⋅ = + + +  
        ( )i
 z w rs eq j+⋅ =  
 Cociente: ( )( )
 2 2
 z w a bi c diz
 w c dw w
 + -= =
 + 
     ( ) ( )( )cos senz r
 iw s
 q j q j= - + -  
    ( )iz re
 w s
 q j-=  
 Teorema de Moivre:  Si n  es un número natural, 
   ( ) ( ) ( )( )cos sen cos senn
 n nz r i r n i nq q q qé ù= + = +ê úë û  
   ( )1/
 1/ 1/ 2 2cos sen cos sen
 nn n k k
 z r i r in n
 q p q pq q
 æ öæ ö æ ö+ + ÷ç ÷ ÷ç çé ù ÷÷ ÷ç= + = +ç ç ÷÷ ÷ê ú ç ç çë û ÷÷ ÷ç ç ÷ç è ø è øè ø  
   donde k=0,1, …(n‐1)  
 9  Secciones cónicas 
 En la figura siguiente representamos gráficamente cómo se generan la cónicas, curvas que se 
 obtienen al cortar una superficie cónica mediante un plano. 
    

Page 4
                        

 
 TO    MATEMÁTICAS PARA EL CÁLCULO 
   
  
 4 
 Circunferencia      
 Parábolas 
       2 4x py=       2 4y px=  
  
 Foco ( )0, p  directriz y p= -     Foco ( ), 0p , directriz x p= -  
  
 ( )2y a x h k= - +     ( )2y a x h k= - +  
 0, 0, 0a h k< > >     0, 0, 0a h k> > >    
  
 Elipses    2 2
 2 21
 x y
 a b+ =      
 2 2
 2 21
 x y
 b a+ =  
  
 Focos ( ), 0c ,  2 2 2c a b= -     Focos ( )0, c ,  2 2 2c a b= -    
    
 ( ) ( )2 2 2x h y k r- + - =
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 Hipérbolas   2 2
 2 21
 x y
 a b- =      
 2 2
 2 21
 x y
 b a- + =  
  
 Focos ( ), 0c ,  2 2 2c a b= +     Focos ( )0, c ,  2 2 2c a b= +    
 10  Medidas de ángulos 
  
 p  radianes = 180 grados 
 21
 2s r A rq q= =  
 Para convertir grados a radianes, 
 multiplicar por 180
 p 
 Para convertir de radianes a grados, 
 multiplicar por 180
 p 
  
 11  Trigonometría de un ángulo recto 
  
  
 senop
 hipq =     csc
 hip
 opq =  
 cosady
 hipq =     csc
 hip
 adyq =  
 optg
 adyq =    
 adyctg
 opq =
  
 q   radianes  sen q   cos q   tgq  
 0o   0   0   1   0  
 30o   / 6p   1 / 2   3 / 2   3 / 3  
 45o   / 4p   2 / 2   2 / 2   1  
 60o   / 3p   3 / 2   1 / 2   3  
 90o   / 2p   1   0   ‐‐ 
 180o   p   0   1-   0  
 270o   3 / 2p   1-   0   ‐‐ 
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 12  Identidades fundamentales 
  1
 seccos
 xx
 =    1
 cscsen
 xx
 =    sen
 cos
 xtgx
 x=    
 1ctgx
 tgx=  
   2 2sen cos 1x x+ =     2 21 sectg x x+ =     2 21 cscctg x x+ =
   ( )sen senx x- = -     ( )cos cosx x- =     ( )tg x tgx- = -  
 13  Fórmulas de adición y sustracción 
   ( )sen sen cos cos senx y x y x y+ = +   ( )sen sen cos cos senx y x y x y- = -  
   ( )cos cos cos sen senx y x y x y+ = -   ( )cos cos cos sen senx y x y x y- = +  
 14  Fórmulas para reducir potencias 
 2 1 cos 2sen
 2
 xx
 -=       2 1 cos 2
 cos2
 xx
 +=  
  
 FUNCIONES. DEFINICIONES BÁSICAS 
  
 15  Clasificación de funciones 
 Las funciones elementales se clasifican de acuerdo con el siguiente esquema: 
 ( )
 ( )
 Enteras PolinómicasRacionales
 Algebraicas Fraccionarias Racionales
 IrracionalesFunciones
 Trigonométricas
 Trascendentes Exponenciales
 Logarítmicas
 ì ì ìïï ï íï
 ïï í îï ï
 ïï îí
 ìïïï ïíïïïïî î
 Funciones  algebraicas  son  aquellas  en  las  que  la  variable  x   está  afectada  de  las 
 operaciones  de  adición,  sustracción,  multiplicación,  división,  potenciación  de exponente racional. 
 Funciones polinómicas (o racionales enteras) son de la forma: 
 22 1 0 2 1 0
 ( ) .... , , , , , ,nn n
 f x a x a x a x a a a a a n= + + + + Î Î  
 Funciones  racionales  (o  racionales  fraccionarias)  son  cociente  de  dos  funciones polinómicas: 
 22 1 0
 22 1 0
 ( )n
 n
 mm
 a x a x a x af x
 b x b x b x b
 + + + +=
 + + + +
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 Funciones  irracionales. Cuando  la variable  independiente aparece bajo el signo radical o elevada a exponente racional no entero: 
 2( ) 4f x x= +   ,   3
 ( )1 5
 x xg x
 x
 +=
 + 
 Funciones trascendentes son aquellas que no son algebraicas: 
 sen 3 tg( )
 cos
 x xf x
 x
 -=    ,    1/( ) xg x e=   ,   2( ) log ( 4)h x x= -  
 16  Simetría de funciones 
 Una función  f  es simétrica respecto del eje de ordenadas (función par) si verifica: 
     ( ) ( ) ,f x f x x Dom f= - " Î  
 Una función  f  es simétrica respecto del origen de coordenadas (función impar) si verifica: 
     ( ) ( ) ,f x f x x Dom f= - - " Î  
 17  Funciones periódicas 
 Una función  f  es periódica, de periodo T siendo  0T >  si verifica:  
     ( ) ( ) ,f x T f x x Dom f+ = " Î  
 Llamaremos  periodo  principal  de  la  función  al  menor  valor  positivo  T   que  verifica 
 ( ) ( )f x T f x x Dom f+ = " Î .  Es  fácil  ver que  si  T   es periodo  también  lo  será  cualquier 
 múltiplo de T . 
 18  Funciones inversas 
 La función inversa de una función inyectiva  f  en un dominio D es una función que se denotará 
 por  1f -  que cumple 
 1Im ( ) ( )y f f y x siendo f x y-" Î = =  
 Una función y su inversa verifican las siguientes propiedades: 
 1. La composición de ambas es la función identidad 
 ( )( ) ( )( ) ( )1 1f f x f f x I x x- -= = =  
 2. Las gráficas de  f  y de  1f - , referidas al mismo sistema de coordenadas, son simétricas 
 respecto de la bisectriz del primer cuadrante. 
 1 1Im ImDom f f f Dom f- -= =  
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 3. Si  ( )f x  es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, su  inversa gozará de 
 la misma propiedad.  
 Ejemplo: La función  ( ) 2f x x=  tiene por función inversa   1( )f x x- = , ya que se verifica:    
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
 1 1 1 2 2;f f x f x x x f f x f x x x- - -= = = = = =  
 19  Descomposición en fracciones simples 
 Se  llama  función  racional  ( )R x , a  toda  función en  la que  sólo  se efectúan con  x   las cuatro 
 operaciones  racionales.  Cualquier  función  racional  puede  expresarse  como  cociente  de polinomios: 
 ( )( )
 ( )
 P xR x
 Q x=  
 En el caso de que  ( ) ( )Grado Q x GradoP x> , para descomponer en fracciones simples se debe 
 descomponer  ( )Q x  en factores irreducibles. Suponiendo que  ( )Q x  no tenga raíces complejas 
 múltiples se podrá escribir: 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 21 2 1 1 1
 qmm m
 q j j jQ x x x x x x x a x b x c a x b x cé ù é ù= - - - ⋅ + + + +ê ú ê úë û ë û
 donde 1 2, , ...,
 qx x x son raíces reales y 2 2
 1 1 1, ...,
 j j ja x b x c a x b x c+ + + + son polinomios
 cuadráticos con raíces complejas.
 La descomposición en fracciones simples en este caso será:
 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 1 2
 1 2
 1 2 1 2
 2 2
 1 21 1 2 2
 1 1 2 2
 2 2 21 1 1 2 2 2
 m m
 m m
 j j
 j j j
 A BP x A A B B
 Q x x x x xx x x x x x x x
 xx x
 a x b x c a x b x c a x b x c
 a ba b a b
 = + + + + + + + + +- -- - - -
 ++ ++ + + +
 + + + + + +
 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 
  
 20  Funciones exponenciales y logarítmicas 
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 21  Funciones trigonométricas 
  
 22  Funciones seno y coseno 
 ( ) ( )sen 0y a k x b k= - >   ( ) ( )cos 0y a k x b k= - >  
  
 amplitud:  a     período: 2 / kp   desfase: b  
 23  Gráficas de funciones inversas trigonométricas 
 seny arc x=     arccosy x=     y arctgx=  
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 DEFINICIÓN DE DERIVADA. REGLAS DE DERIVACIÓN 
  
 24  Definición de derivada 
 La expresión ( ) ( )f x f a
 x a
 -
 - se denomina cociente incremental de  f  en el punto a  para un valor 
 de  x x aD = - . 
 Esta expresión representa  la pendiente de  la secante a  la gráfica de  la función  f  que une  los 
 puntos  ( )( ),a f a  y  ( )( ) ( )( ), ,x f x a x f a x= +D +D .  
 Definición (Derivada).‐ La derivada de una función  ( )y f x=  en un punto a  es el límite del 
 cociente incremental,  ( ) ( ) ( ) ( )
 0lim limx a x
 f x f a f a x f a
 x a x D
 - +D -=
 - D 
  
 Este valor representa la pendiente de la recta tangente a la gráfica de  f en 
 el punto  ( )( ),a f a .  Se denota por 
 ´f a  ó  ( )dya
 dx ó  ( )df
 adx
  
 ( ) ( )0
 tg limx
 f a x f a
 xa
 D
 +D -=
 D
 Si una función  f  es derivable en el punto a  la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la 
 función en el punto  ( )( ),a f a  es  ( ) ( )( )'y f a f a x a= + - . Si  ( )' 0f a ¹ , la ecuación de la recta 
 normal es  ( ) ( ) ( )1
 'y f a x a
 f a= - - . 
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 25  Reglas de derivación 
  
 REGLAS DE DERIVACIÓN     ( )f f x= ,  ( )g g x= , a Î  
 Producto por un número  ( ) ' 'a f a f⋅ = ⋅  
 Suma y resta  ( ) ' ' 'f g f g+ = +      ( ) ' ' 'f g f g- = -  
 Producto y cociente  ( ) ' ' 'f g f g f g⋅ = ⋅ + ⋅      
 '
 2
 ' 'f f g f g
 g g
 æ ö ⋅ - ⋅÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø 
 Composición  ( )( ) ( )( ) ( )' ' 'f g x f g x g xé ù = ⋅ê úë û 
 Derivada de la función inversa 
 ( ) ( ) ( ) ( )'
 1 11
 'f x con f x y
 f y- -= =  
  
 Regla de la cadena 
 Si  ( )y f u=   es  derivable  en  ( )g x   y  ( )u g x=   es  derivable  en  x ,  entonces  la  función 
 compuesta  ( )( ) ( )( )y f g x f g x= =  es derivable en  x , siendo la derivada 
 ( ) ( ) ( )( ) ( )´ ´ ´f g x f g x g x=
 que se puede expresar también con la siguiente notación dy dy du
 dx du dx= .
 La dependencia de unas variables respecto de otras se puede indicar mediante un diagrama de dependencia, que para este caso sería: y u x
  
 TIPO  FUNCIÓN  DERIVADA 
 Tipo potencial 
 ay x=  
 ( )a
 y f xé ù= ê úë û  
 1ay a x -¢ = ⋅  
 ( ) ( )1a
 y a f x f x-é ù¢ ¢= ⋅ê úë û  
 x
 f(g(x))
 g f
 g(x)
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 TIPO  FUNCIÓN  DERIVADA 
 y x=  
  
 ( )y f x=  
 1
 2y
 x¢ =  
 ( )( )2
 f xy
 f x
 ¢¢ =  
 Tipo exponencial 
 xy e=  
 ( )f xy e=  
 xy e¢ =  
 ( ) ( )f xy e f x¢= ⋅  
 xy a=  
 ( )f xy a=  
 logxy a a= ⋅  
 ( ) ( ) logf xy a f x a¢= ⋅ ⋅  
  Tipo logarítmico 
 logy x=  
  
 ( )logy f x=  
 1y
 x¢ =  
 ( )( )f x
 yf x
 ¢¢ =  
 loga
 y x=  
 ( )loga
 y f x=  
 1 1.log
 yx a
 ¢ =  
 ( )( )
 1.log
 f xy
 af x
 ¢¢ =  
 Tipo seno 
 seny x=  
 seny f x  
 cosy x¢ =  
 ( ) ( )' cosy f x f x¢ =  
 Tipo coseno 
 cosy x=  
 ( )( )cosy f x=  
 seny x¢ = -  
 ( ) ( )( )' seny f x f x¢ = - ⋅  
 Tipo tangente 
 tgy x=  
  
 ( )( )tgy f x=  
 22
 11
 cosy tg x
 x  
 ( ) ( )2
 1.
 cosy f x
 f x¢ ¢=  
 Tipo cotangente 
 cotgy x=  
  
 ( )( )cotgy f x=  
 2
 1
 seny
 x
 -¢ =  
 ( ) ( )2
 1
 seny f x
 f x
 -¢ ¢= ⋅  
 Funciones arco 
 arcseny x=  
  
 ( )arcseny f x=  
 2
 1
 1y
 x¢ =
 - 
 ( )( )
 2
 1
 1y f x
 f x¢ ¢= ⋅
 - 
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 TIPO  FUNCIÓN  DERIVADA arccosy x=  
 ( )arccosy f x=   2
 1
 1y
 x
 -¢ =-
  
 ( )( )
 2
 1
 1y f x
 f x
 -¢ ¢= ⋅-
  
 arctgy x=  
 ( )arctgy f x=   2
 1
 1y
 x¢ =
 + 
 ( ) ( )2
 1.
 1y f x
 f x¢ ¢=
 + 
  
 Referencias Para ampliar la información y practicar con ejercicios resueltos se puede consultar la página http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoI/prerrequisitos.html 
  
 Ejercicios propuestos  
    Dadas  las siguientes funciones 
 (b) 2
 ( ) ( 2)2
 xf x x
 x= =
 - 
 (b) 3
 2( ) ( 1)
 ( 1)
 xf x x
 x= = -
 + 
 (c)  ( ) cos cos3 4
 x xf x = +     
 (d)  ( ) cos10 cos(10 )f x x xp= + +  
 (e) 1
 ( ) log ( 1)1
 xf x x
 x
 æ ö+ ÷ç ÷= =ç ÷ç ÷ç -è ø     
 (f) 1
 ( ) ( 1)1
 xf x x x
 x
 -= =-
 + 
 Se pide: 
 1. Obtener su dominio. 
 2. Calcular el límite en  0x , o en los puntos 
 indicados. 
 3. Estudiar la continuidad en . 
 4. Estudiar las simetrías, y la periodicidad.   
    Dada la función 
 2
 2
 (log )( )
 ( 1)
 x xf x
 x=
 - . Se 
 pide determinar y representar su dominio. ¿Se 
 podría asignar a  ( )f x  algún valor en los puntos 
 de discontinuidad para que  f  sea continua en 
 el intervalo (0,)  Solución: 
 Dom  f  = ( ) { } { }0, 1 1+¥ - = - . Se puede 
 redefinir  ( )f x  para que sea continua en  0,Asignando f(1) = 1, se evita la discontinuidad de f(x) en el punto x = 1.   
    Dibujar de forma aproximada la gráfica de las siguientes funciones elementales e indicar si se trata de funciones pares o impares: 
 a)  2 4 6y x x= - +   b)  ( )arctgy x=-  
 c)  ( )cosy x= -   d)   tgy x= -    
 e)  xy e-= +5        f)  9xy = -   
 g)  ( )21y x= - h) 1 logy x= +
 i)  1y x= -   j)  3y x= - +    
 1  2 
 3 
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 k)  1y x= -   l) 13y
 x= +  
 m)  3y x= +   n)  Ch2
 x xe ey x
 -+= =     
 ñ)   Sh2
 x xe ey x
 --= =  
    Analizar la continuidad y derivabilidad de la función y representar su gráfica 
 ( ) 2 4 2 1f x x x= - - + + . 
 Solución:  ( )f x  es continua  x  y es 
 derivable  { }2, 2x" Î - - . 
    Sean las funciones  ( ) 2f x x ax b= + +  
 y   ( ) 3g x x c= -  con  , , .a b cÎ  Se pide: 
 1. Determinar la relación entre los parámetros a , b  y c  para que las gráficas de las dos 
 funciones se corten en el punto ( )1,2 .  
 2. Determinar los valores de a , b  y c  para que cumpliéndose las condiciones 
 anteriores, las funciones  ( )f x  y  ( )g x  
 tengan en el punto ( )1,2  la misma 
 tangente.   Solución:  1.)  1 1a b c= - = -    
 2.)  1 0 1a b c= = =-   
    Calcular la derivada de las siguientes funciones:  
 1.    5 23y x=    4
 2 5
 52 4 35
 1 6 6(3 ) (6 )5 5 (3 ) 5 81
 xy x x
 x x
 -¢ = ⋅ = =  
 2.    3 45 xy -=  
 3 41log (3 4)log 5 3 log 5 5 (3 log 5)xy x y y
 y-¢ ¢= - = =  
 3.    2log( 7 )y x x= +    2
 2 7
 7
 xy
 x x
 +¢ =+
  
 4.    2 cosy x x=     22 cos seny x x x x¢ = -  
 5.    2cos 3y x=       26 sen 3y x x¢ = -  
 6.    tg 7y x=      2
 7
 cos 7y
 x¢ =  
 También se puede resolver aplicando la derivada del cociente a la función sen 7
 cos 7
 xy
 x= . 
 7.   2
 3
 2
 1
 xyx
 =-
    3 2 2 4
 3 2 3 2
 4 ( 1) 2 (3 ) 2 4
 ( 1) ( 1)
 x x x x x xy
 x x
 - - - -¢ = =- -
  
 8.   31 sen 2
 1 sen 2
 xy
 x
 +=
 - (Sugerencia: utilizar derivación logarítmica) 
 Se toman logaritmos, 1 1
 log log(1 sen2 ) log(1 sen2 )3 3
 y x x= + - -  
 Se deriva, 
 2
 1 2 cos 2 1 2 cos2 4 cos2 4
 3 1 sen 2 3 1 sen 2 3 3 cos21 sen 2
 y x x x
 y x x xx
 ¢= + = =
 + - - 
 34 1 sen2
 3 cos2 1 sen2
 xy
 x x
 +¢ =-
  
 4 
 5 
 6 
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 9.   y x x x= + +  
 1 1 1 4 2 11 1
 222 8
 x x x xy
 xx xx x x x x x x x x
 é ùæ ö + + +ê ú÷ç ÷¢ ç= + + =ê ú÷ç ÷÷çê úè ø++ + ⋅ + ⋅ + +ë û 
 10. ( )1/2
 1
 log 2y
 x x=
 + 
   ( ) ( )1 2
 1/2 1/2 1/2
 1/2
 1 1log 2 ' log 2 2
 22y x x y x x x
 x x
 - --
 æ ö÷é ù é ù ç ÷= + = - + +ç ÷ê ú ê ú çë û ë û ÷ç+ è ø 
  
 ( ) ( )2
 1 4'
 2 2 og 2
 xy
 x x x l x x
 += -
 é ù+ +ê úë û
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